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NOTA AL LECTOR:

El siguiente trabajo es simplemente la compilacién de
enunciados de algunas definiciones y propiedades de una
GEOMETRIA EUCLIDIANA del ESPACIO.

No se trata de la presentacion de un desarrollo légico
deductivo del tema. En consecuencia no se desarrolla la
demostracion de ningun teorema.

En los apéndices | y Il se presenta, a modo de ejemplo, un
sistema axiomatico para una Geometria Euclidiana Plana y también
un sistema axiomatico para una Geometria Euclidiana del Espacio,
con sus conceptos primitivos y los respectivos conjuntos de axiomas.

La primera y segunda edicion, en noviembre de 1999 y mayo
de 2001 respectivamente, fueron publicadas como material de apoyo
para los asistentes a los “Cursos de Actualizacion y Sensibilizacion
para Docentes con Plan 1996”. En febrero de 2005, presentamos
una 3? edicidn revisada y ampliada, la que fue distribuida entre
docentes de los Institutos Magisteriales.

Este trabajo no fue pensado para ser entregado a los alumnos
de Ensefianza Media.

Nuestra intencién es brindar a los estudiantes de Profesorado
y a los docentes de Ciclo Basico un material de facil consulta,
complementario al soporte tedérico de la mayoria de los temas de
Geometria del Espacio que se trabajan a lo largo de ese Ciclo de la
Ensefianza Media.

La presente edicion ha sido revisada y en parte ampliada con
respecto a las anteriores. Asi, por ejemplo, en el Apéndice Il se
agregan algunas definiciones relacionadas con poligonos vy
poliedros.

Prof. Etda Rodriguez
42 Edicion — Octubre 2005
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CONCEPTOS 1) Existe un conjunto E llamado ESPACIO, al que pertenecen infinitos

gRIMITIVOS elementos llamados PUNTOS.
RELACIONES de ] P . . .
PERTENENCIA 2) Existen infinitos PLANOS incluidos en el Espacio E.

3) Dado un plano e, existen puntos en E que no pertenecen al a. Es decir
los planos son subconjuntos estrictos del espacio.

4) A los planos pertenecen infinitos puntos.

5) Existen infinitas RECTAS incluidas en cada plano.

6) Dada una recta r incluida en un plano g, existen en @ puntos que no
pertenecen a la recta r. Es decir las rectas son subconjuntos estrictos de
cada plano.

7) A las rectas pertenecen infinitos puntos.

DETERMINACION 8) l')e.termlnacmn de una recta: Dados dos puntos distintos, existe v
de RECTAS es _unica la recta a la cual pertenecen.
Usualmente se enuncia: “Dos puntos distintos determinan® una recta que
pasa por ellos”.

B ¥
Aer
Ber B
A

Notacion: AB  se lee: “la recta que A y B determinan” o
“simplemente la recta AB”.

9) Definicion (1): Llamamos figura a cualquier conjunto de puntos de E.
(Las figuras no tienen porque ser solo figuras planas. Por ejemplo los
poliedros, los cilindros y las esferas también son figuras.)

10) Definicion (2): Se dice que un conjunto de puntos estan alineados si
todos pertenecen a una misma recta.

11) Determinaciéon de un plano (1): Dados tres puntos no alineados,
existe y es unico el plano al cual pertenecen.

DETERMINACION
de PLANOS Usualmente se enuncia: “Tres puntos no alineados determinan un plano.

Notacion: (ABC) selee: “el plano que A, B y C determinan” o
“el plano ABC .

! “Determinan” significa que existe y es Unica.
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FIGURAS
COPLANARES

RECTAS
PARALELAS

DETERMINACION
de PLANOS

RECTAS que se
CRUZAN

12) Si dos puntos de una recta pertenecen a un plano, dicha recta esta
incluida en ese plano.

13) Definicidon (3): Dos rectas se llaman secantes si tienen uno y solo un
punto comun.

14) Definicion (4): Se dice que un conjunto de puntos, rectas u otras figuras
son coplanares si estan incluidos en un mismo plano.

15) Definicion (5): Se dice que dos rectas son paralelas si son coplanares
y_no son secantes. Es decir dos rectas paralelas pueden ser coincidentes o
ser coplanares disjuntas, es decir, coplanares sin ningin punto comun.

16) Axioma de Euclides o de Paralelismo: Por un punto exterior a una
recta, existe y es unica la paralela auna recta dada.

17) Determinacion de un plano (2): Dada una recta y un punto que no le
pertenece (un punto exterior), existe y es unico el plano que pasando por el
punto incluye a la recta.

18) Determinacion de un plano (3): Dadas dos rectas secantes, existe y es
unico el plano que las incluye.

19) Determinaciéon de un plano (4): Dadas dos rectas paralelas disjuntas,
existe y es unico el plano que las incluye.

20) Existen pares de rectas que ningun plano las incluye simultaneamente.

Pea \P
Qea o
rcaoa // \ﬂ /
Qer \

H,

Lasrectas r y PQ no son coplanares
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INTERSECCION
de PLANOS

ORDEN en la
RECTA

SEMIRRECTA

21) Definicién (6): Se dice que dos rectas se cruzan si no existe algin plano
que las incluya simultdneamente, es decir cuando no son coplanares.

22) Si una recta es secante a un plano, entonces se cruza con todas las rectas
de ese plano que no pasan por el punto de interseccion.

23) Si dos planos distintos tienen dos puntos comunes, su interseccion es la
recta que esos dos puntos determinan. Pero es suficiente que dos planos
distintos tengan un punto comun, para poder afirmar que su interseccion es
una recta a la que pertenece ese punto.

24) Definicion (7): Lamamos haz de planos de eje la recta r al conjunto de
los infinitos planos que incluyen a la recta r.

25) Propiedad del orden en la recta: La relacion “preceder” definida en el
conjunto de los puntos de una recta es una relacion de orden total.

Es decir la relacion preceder cumple las propiedades:
1) Tricotomia: Dados dos puntos A y B de una recta, se cumple: A
“precedea” B o B “precedea” A o A es B.

i1) Transitiva: si tres puntos A, By C de una recta cumplen que si
A precede a” By B ”precede a” C, entonces A “precede a” C.

Observacion: los puntos de cada recta pueden ser ordenados en dos
sentidos opuestos.

26) Las rectas no tienen ni primer ni ultimo punto, es decir las rectas son
conjuntos abiertos.

27) Dados dos puntos cualesquiera de una recta, entre ambos existe otro
punto de esa recta. Es decir las rectas son conjuntos densos.

28) Definicion (8): Una semirrecta es un conjunto formado por un punto de
una recta y todos los puntos de dicha recta que le siguen - o que le preceden.

' hd
/
[ —

Notacion: AX selee: “semirrecta de origen A que pasa por X o
“semirrecta AX”.
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SEGMENTO

ORDEN en el
PLANO

SEMIPLANO

— —
Notacion: op AP selee: “semirrecta opuestaala AP”.

29) Definicion (9): Un segmento es el conjunto formado por dos puntos de
una recta y los puntos de esta recta que estan entre ambos.

. —
Notacion: AB selee: “segmento AB”
“segmento de extremos A y B”

30) Particion del plano por una recta: Toda recta r de un plano «
clasifica a los puntos de o que no pertenecen a r en dos conjuntos ¢ y @*
que cumplen:

{r, ¢, o* } esunaparticion de o. Es decir: los conjuntosr, ¢ y
¢@*, no son vacios, son disjuntos dos a dos y la union de todos es el plano a.

i1)  El segmento determinado por un punto de ¢ y un punto de ¢* tiene un
punto y s6lo uno en r.

ii1) El segmento determinado por dos puntos de ¢ , o por dos puntos
de o*, no tiene ningun punto en r. Se puede sustituir esta afirmacion
diciendo que @ y @* son figuras convexas °.

31) Definicién (10): Dada una recta r incluida en un plano o , un semiplano
de borde la recta r , es el conjunto formado por los puntos de esta recta y
todos los puntos de una de las dos regiones que, segun la proposicion anterior,
la recta r determina en o. Cada uno de los conjuntos ¢ y ¢* es un
semiplano abierto de borde r.

_ P
//
A
Notacién: e r, P selee: “semiplano r,P”

o “semiplano de borde r al que pertenece P ”
e AB,P selee: “semiplano de borde AB al que pertenece P ”

2 Ver la proposicién 32.
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ANGULO
CONVEXO

TRIANGULO

POLIGONO
CONVEXO

32) Definicién (11): Se dice que una figura es convexa si en ella esta
incluido el segmento determinado por dos puntos cualesquiera de la misma.

\/

F

F es convexa F’no es convexa

33) Definicion (12): Dadas dos semirrectas de origen comin OX y OY ,
el Angulo convexo XOY es la interseccion de dos semiplanos, el de borde la
recta OX que incluye a la semirrecta OY, con el de borde la recta OY que
incluye a semirrecta OX. Los lados del angulo son las dos semirrectas de
origen comun y el vertice del &ngulo es dicho origen.

ang. XOY = 0OX,Y n 0Y,X

Y

34) Definicion (13): Dados tres puntos A, B y C no alineados, llamamos
tridngulo ABC a la interseccion de tres semiplanos, los que tienen por
bordes las rectas determinadas por cada dos de estos puntos y al que
pertenezca el tercer punto.

Los puntos A, B y C son los Vvértices del triAngulo y los segmentos que los
vértices determinan son sus lados.

Triangulo ABC = AB,Cn BC,A n CA,B

35) Definicion (14): Se dan n puntos coplanares, ordenados de manera tal
que el siguiente del ultimo sea el primero, que cada tres consecutivos no estan
alineados y que las rectas determinadas por cada dos consecutivos dejan en un
mismo semiplano a los n-2 puntos restantes. Llamamos poligono convexo °,
que tiene por Vértices estos N puntos, a la interseccion de los mencionados
semiplanos.

Se llaman lados del poligono a los segmentos determinados por cada dos
vértices consecutivos.

% para una definicién general de poligono ver el Apéndice lll.
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ORDEN en el
ESPACIO

SEMIESPACIO

DIEDROS

TRIEDROS

36) Particion del espacio por un plano: Todo plano a clasifica a los

puntos de E que no pertenecen a o en dos conjuntos ¢ y ¢@* que
cumplen:

H{a, o, o*} esuna particion de E.

i1) El segmento determinado por un punto de ¢ y un punto de ¢@* tiene
un puntoy sélo unoen o .

ii1) El segmento determinado por dos puntos de ¢ , o por dos puntos de
¢*, no tiene ningin punto en o . Se puede sustituir esta afirmacion
diciendo que ¢ y @* son figuras convexas *.

37) Definicion (15): Dado un plano o , llamamos semiespacio de borde el
plano a , al conjunto formado por los puntos de este plano y todos los puntos
de una de las dos regiones que el plano o determina en E segin la
proposicion anterior.

Notacion: o, P selee: “semiespacio de borde o que pasa por P”
ABC, P selee: “semiespacio de borde el plano ABC, que pasa por P”

38) Definicion (16): Dados dos semiplanos que tienen por borde la misma
rectar: el r,A y el r, B, llamamos dngulo diedro convexo A.r.B de
arista r a la interseccion de los semiespacios que tienen por bordes estos
semiplanos y que incluyen al otro.

Es decir un éngulo diedro convexo es la figura interseccion de dos
semiespacios cuyos bordes son planos secantes. La recta interseccion de los
planos, que son bordes de estos semiespacios, se llama arista del diedro.

39) Definicion (17): Dadas tres semirrectas de origen comun, llamamos
angulo _triedro_ a la interseccion de tres semiespacios, los que tienen por
borde los planos determinados por cada dos de estas semirrectas y que
incluyen a la tercera. Estas semirrectas son las aristas de triedro, los angulos
convexos que cada dos de ellas determinan se llaman caras del triedro y el
origen comun de todas ellas se llama vértice del triedro.

Vertice: O 0

Aristas: Semirrectas Oa, Ob, Oc

Caras:  Angulos aOb, bOc, cOa c
a

Notacion: Oabc se lee: “triedro O,a,b,c” b

40) En todo triedro cada cara es menor que la suma de las otras dos y mayor
que su diferencia.
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ANGULO
POLIEDRO
CONVEXO

TETRAEDRO

POLIEDRO

* Ver proposicién 32.
41) En todo triedro la suma de sus tres caras es menor que un angulo
completo.

42) Definicion (18): Dadas n semirrectas de origen comun, ordenadas de
manera tal que la siguiente de la ultima sea la primera, que cada tres
consecutivas no sean coplanares y que los planos determinados por cada dos
consecutivas dejan en un mismo semiespacio a las N-2 semirrectas restantes.
Llamamos angulo poliedro convexo, que tiene por aristas estas N semirrectas,
por caras los angulos convexos determinados por cada dos aristas
consecutivas y por Vértice el origen comun de todas ellas, a la interseccion de
los mencionados semiespacios.

43) En todo angulo poliedro convexo, cualquiera de sus caras es menor que la
suma de las restantes.

44) En todo angulo poliedro convexo, la suma de todas sus caras es menor que
un angulo completo.

45) Definicion (19): Dados 4 puntos no coplanarios A, B, C, y D,
llamamos tetraedro  de vértices A, B, C, y D, a la figura
interseccion de los 4 semiespacios:

ABC,D n BCD,A n CDA,B n DAB,C.

Sus caras son los tridngulos ABC, BCD,CDA y DAB,

sus aristas los segmentos DA, DB, DC,AB,BC y CA,

sus diedros son cada uno de los diedros convexos que incluyen al tetraedro y
tienen por aristas las rectas determinadas por los vértices y

sus angulos poliedros, son triedros con vértices en los vértices del tetraedro.

46) Definicion (20): Llamamos poliedro > a la figura unién de un niimero
finito de tetraedros tales que todos tengan al menos un punto en comin con
otro y que la interseccion de dos cualesquiera de ellos sea una de las siguientes
figuras:

e ¢l conjunto vacio,

e una cara comun,

e una arista comun,

e ¢l conjunto unitario formado por un vértice comin.

Los poliedros que sean figuras convexas, se llaman poliedros convexos.

47) Definiciones (21): Dado un poliedro todos los puntos del espacio que no
pertenecen a ese poliedro se llaman puntos exteriores al poliedro.

Los puntos que pertenecen al poliedro pueden ser puntos frontera o puntos
interiores al poliedro.

GEOMETRIA del ESPACIO - Prof. Etda Rodriguez — Octubre 2005 8



SUPERFICIE
POLIEDRICA
CONVEXA

Teorema de EULER

AXIOMA
METRICO

CIRCUNFERENCIA

® Por otra definicién general de poliedro ver el Apéndice lll.

Un punto de un poliedro se llama punto frontera si siempre existen puntos
exteriores al poliedro en cualquier esfera ® que tenga centro en él.

Los puntos de un poliedro que no son puntos frontera se llaman puntos
interiores.

48) Definicion (22): Llamamos superficie poliédrica convexa (o cascara
poliédrica) al conjunto formado por todos los puntos frontera de un poliedro
convexo.

Se trata de una figura que es la unién de un nimero finito de poligonos

convexos llamados caras que verifican las siguientes condiciones:

1) La interseccion de dos caras cualesquiera puede ser: el conjunto vacio, o
un segmento (un lado comun a dichas caras), o un conjunto unitario
formado por un vértice comun.

i1) Dos caras cualesquiera no son coplanares.

ii1) No hay tres caras con un lado comun.

iv) Todos los lados de cada cara también son lados de otra cara.

v) Los planos que incluyen cada cara dejan en un mismo semiespacio a las
restantes caras.

Llamamos aristas a los lados de las caras.

Los vértices de las caras son los vértices del poliedro y de la superficie

poliédrica.

49) En todo poliedro convexo la suma del nimero ¢ de caras, mas el nimero Vv
de vértices, excede en dos unidades al nimero a de aristas.
ctv=a+2

50) Axioma métrico:
i) Existe un funcion llamada distancia, que va del producto cartesiano del

Espacio por el Espacio ( EXE ), en el conjunto formado por todos los
numeros reales positivos y el cero. Es decir, dados dos puntos cualesquiera
del espacio P y Q, existe y es Unico el numero real p > 0, tal que la
distancia entre esos puntos es iy lo anotamos d (P,Q) = p.

i1) Dados dos puntos A y B cualesquiera, se cumple que la d (A,B) =d (B,A).

111)Si un punto C pertenece al segmento que A y B determinan, se cumple:
d(A,C) + d(C,B) = d(A,B).

iv) Si un punto C no pertenece al segmento que A y B determinan, se cumple:
d(A,C) + d(C,B) >d(A,B).

v) Dado un ntimero real A >0 y wuna semirrecta OX, existe y es Unico un
punto Pen la semirrecta OX, tal que d (O,P)=A.

51) La condicion necesaria y suficiente para que dos puntos coincidan es que
la distancia entre ellos sea cero.

52) Definiciones (23): Dado un plano a , un punto O perteneciente a o 'y
un numero real r (positivo o cero), llamamos circunferencia de centro O y
radio r , al conjunto de los puntos del plano a que estan a la distancia r del
punto O.
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CIRCULO

CASCARA
ESFERICA

ESFERA

ISOMETRIAS

® Por la definicién de esfera ver la proposicién 53.
El circulo de centro O y radio r es el conjunto de los puntos del plano o
que estan a una distancia menor o igual que r del O.

53) Definiciones (24): Dado un punto O del espacio E y un numero real r
(positivo o cero), llamamos cascara esférica de centro O y radio r, al
conjunto de los puntos del espacio que estan a la distancia r del punto O.

La esfera de centro O y radio r es el conjunto de los puntos del espacio que
estan a una distancia menor o igual que r del O.

(Observacion: Muchos autores llaman esfera a lo que nosotros llamamos
cascara esférica y en ese caso le llaman bola a lo que nosotros llamamos
esfera)

54) Definicion (25): Una isometria del espacio, es una funcion biyectiva del
Espacio en el Espacio, que conserva las distancias.

55) En una isometria, a puntos alineados y en un cierto orden le corresponden
puntos alineados y en el mismo orden. Es decir, las isometrias conservan las
relaciones de pertenenciay orden.

56) En una isometria la imagen de:

e una recta, es una recta.

eun segmento, es el segmento determinado por las imagenes de sus
extremos.

euna semirrecta, es una semirrecta que tiene por origen la imagen del
origen y esta incluida en la imagen de la recta sostén de la semirrecta dada.

e un semiplano de borde r al que pertenece un punto P, es el semiplano que
tiene por borde la imagen de r y al que pertenece la imagen de P.

e un semiespacio de borde o al que pertenece un punto P, es el semiespacio
que tiene por borde la imagen de a y al que pertenece la imagen de P.

DETERMINACION 57) Axioma de determinacién de las isometrias: Dadas:

de ISOMETRIAS

e dossemirrectas AX y BY, —
e dos semiplanos: el o de borde AX’ y el B deborde BY ,
e dos semiespacios : el ¢ de borde o®yel @* deborde B,
existe y es Unica la isometria M tal que :

—_— —
e M(AX)=BY
e M(a)=p

e M(p)=o*

58) Las isometrias conservan el paralelismo.

" Nos referimos al semiplano o que tiene por borde la recta “sostén” de la
semirrecta AX. Por razones de simplicidad diremos el “semiplano con borde la
semirrecta”.

8 Nos referimos al semiespacio ¢ que tiene por borde el plano que incluye al
semiplano a. Por razones de simplicidad nos ponemos de acuerdo en decir el
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PARALELISMO
entre RECTAy
PLANO

PLANO SECANTE
al o por una
PARALELA al a

“semiespacio con borde el semiplano”.
59) Las isometrias conservan la perpendicularidad.

60) Las isometrias en el espacio son:
Directas: La Identidad — Traslacion — Giro — Movimiento Helicoidal.
No directas: Simetria central — Simetria especular — Reflexion con
deslizamiento °.

61) Definicion (26): Una recta es secante a un plano, si la interseccion de
ambos es un punto.

62) Definicion (27): Una recta es paralela a un plano, si no es secante con
ese plano.
Observacién: Una recta es paralela a un plano cuando no tiene ningun
punto en el plano o cuando esta incluida en él.

63) La condicion necesaria y suficiente para que una recta sea paralela a
un plano es que exista una paralela a dicha recta que esté incluida en ese
plano.

64) Por un punto exterior a un plano, existen infinitas rectas paralelas a ese
plano.

65) Dados una recta y un punto exterior, existen infinitos planos paralelos a
esa recta que pasan por el punto dado.

66) Si una recta es paralela a un plano, todo plano que la incluya e interseque
al primero lo interseca segun una recta paralela a la recta dada.

r// a
rcp = r//t
anNnP=t

9 - . . .
A la Reflexion con deslizamiento en nuestro pais se la conoce como

Antitraslacion.
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PARALELA a una
RECTA por un 67) Si una recta es paralela a un plano, toda paralela a ella por un punto de ese

PUNTO de un plano, esté incluida en dicho plano.
PLANO
PARALELO

r// a r

P ea

P ea = acau P a

allr

&
TRANSITIVIDAD
del paralelismo entre
rectas 68) Si una recta a es paralela a unarecta b y b es paralela a una recta C
se cumple que la recta a es paralela alarecta C.

RECTA
giﬁﬁ(L)gLA a dos 69) Si una recta es paralela a dos planos secantes, entonces es paralela a su
SECANTES Interseccion.

anpB=t

r// o = r//t

r//p

70) Si dos rectas se cruzan, existe y es unico el plano que incluye a una de
ellas y es paralelo a la otra.

noEIB‘ acpB,bcp =

—_E/'—,

Eloc|acoc,b//oc,

o es unico

71) Todo plano que interseca a una de dos rectas paralelas, también interseca a
la otra.

3P| Pl=rna = 3Q| {Ql=sna
r//'s Q
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PARALELISMO
entre PLANOS

CONDICION
NECESARIA y
SUFICIENTE

TRANSITIVIDAD
del paralelismo entre
planos

LUGAR
GEOMETRICO de
las rectas PARA-
LELAS a un
PLANO por un
PUNTO

72) Definicion (28): Dos planos son secantes si su interseccion es una recta.

73) Definicion (29): Dos planos son paralelos si no son secantes.
Comentario: Dos planos son paralelos cuando son coincidentes o cuando son
conjuntos disjuntos.

74) Si dos planos son paralelos, todas las rectas incluidas en uno de ellos son
paralelas al otro.

75) La condicion necesaria y suficiente para que dos planos sean paralelos,
es que uno de ellos incluya dos rectas secantes entre si que sean paralelas
al otro.

o//p < Ja,b,Planb={P,al/B,b/pB,aca, bca

76) Existe y es unico el plano paralelo a otro por un punto.

77) Siun plano o es paralelo aun plano B y [ es paralelo a un plano &,
se cumple que a es paraleloa g .

78) El lugar geométrico de las rectas paralelas a un plano por un punto, es el
plano paralelo al plano dado, por ese punto.
Peabc ; abc/a < 3IB| abccP, plla, Pep

79) Si una recta es secante con uno de dos planos paralelos, también interseca
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TEOREMA de
THALES

RECTA
PERPENDICULAR
a un PLANO

al otro.
80) Los segmentos que sobre rectas paralelas determinan dos planos paralelos,

son congruentes.

81) Son proporcionales los segmentos que tres o mas planos paralelos
determinan sobre dos rectas secantes a dichos planos.

al/lB/ o AB=QE'
5
T
o/
o x
of
z K
o/
~ K

Comentario: las rectas r y s pueden ser no coplanares.

82) Definicion (30): Una recta es perpendicular a un plano si y solo si es
perpendicular a todas las rectas de ese plano que pasan por su pie en dicho
plano.

83) La condicion necesaria y suficiente para que una recta sea perpendicular
a un plano es que sea
perpendicular a dos rectas r
secantes que pasando por su pie
estan incluidas en dicho plano.

rl a
ridaoa < rlb

anb={P}

acao

b ca

Per

84) El lugar geométrico de las perpendiculares a una recta en uno de sus
puntos, es el plano perpendicular a ella en dicho punto.
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85) Si una recta es perpendicular a un plano, todas las paralelas a ella también
lo son.

ala , a/b = b L a

86) Si una recta es perpendicular a un plano, entonces es perpendicular a todos
los planos paralelos a ¢él.

DISTANCIA entre  87) Definicion (31): Llamamos distancia entre dos planos paralelos a la

PLANOS distancia entre los puntos de interseccion de dichos planos con una recta
PARALELOS perpendicular a ellos.

o/l P |

=d(a.p)= d(A,B) !
rlLo L ih
!
& B
PLANOS 88) Definicion (32): Decimos que dos planos son perpendiculares cuando
PERPENDICULARES .\, de ellos incluye una recta perpendicular al otro.
o

aolp e Irca, rlp

89) La relacion perpendicularidad entre planos cumple la propiedad
reciproca.

alp = PBla

90) Si en uno de dos planos perpendiculares se traza una perpendicular a la
interseccion de ambos planos, esta recta es perpendicular al otro plano.

olB ,anP=t, rca, rlLt = rlp
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RECTAS
ORTOGONALES

TEOREMA de las
TRES
PERPENDICULARES

(Propiedad

reciproca de la
ortogonalidad)

Notacion:

91) Si dos planos son perpendiculares y por un punto de uno de ellos se traza
la perpendicular al otro entonces esa recta esta incluida en el primer plano.

alB , Pea, Per, rlp = rca

92) Definicion (33): Una recta es ortogonal con otra si existe un plano que la

incluye y es perpendicular a la
otra.

alb © 30/ aca,bla

b

P

i —-—-""'r’—

93) La relacion de ortogonalidad entre rectas cumple la propiedad reciproca.

albh = bl a

» Recta que pasa por los puntos A y B, lo anotamos: AB

—t

» El segmento de extremos Ay B, lo anotamos: AB

L

E—

» La semirrecta de origen A ala que pertenece B, lo anotamos: AB
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APENDICE 1

UN SISTEMA AXIOMATICO PARA UNA GEOMETRIA EUCLIDIANA
PLANA'

Comentarios previos:

Al realizar la presentacion axiomatica de una Geometria Euclidiana Plana es preciso puntualizar
que utilizaremos:

e Las reglas de la LOGICA CLASICA para deducir proposiciones a partir de otras que
sean verdaderas.

e El Algebra de CONJUNTOS.

e El conjunto de los NUMEROS REALES, estructurado como un CUERPO
CONMUTATIVO, ORDENADO y COMPLETO.

A.- CONCEPTOS PRIMITIVOS

Partimos de un conjunto llamado PLANO y a sus elementos les llamamos PUNTOS.

En el plano destacamos ciertos subconjuntos a los que les llamamos RECTAS.

Comentario: Los conceptos primitivos son s6lo dos. Estos pueden ser:

e PUNTO y RECTA.
En este caso, definimos al PLANO como el conjunto de todos los PUNTOS.

e PLANOyRECTA.
En este caso a los PUNTOS los definimos como los elementos del PLANO.

1 . . . . , .
Los axiomas seleccionados son esencialmente los que presenta Héctor Merklen en Geometria, editado
por el “Instituto para la Promocion de la Ensefianza de la Ciencia” — Lima - 1964
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B.- AXIOMAS

B.1) AXIOMAS DE PERTENENCIA

(I) Axioma de existencia de rectas:
Existen al menos dos rectas incluidas en el plano y a cada recta pertenecen al menos dos puntos.
3abeRG / acz (), bcrx

VreR, dP,Q/ Per Qer

(IT) Axioma de determinacion de rectas:

Para todo par de puntos distintos, existe y es unica la recta a la cual pertenecen.
VP.Qe o, 3ae R/ Pea,Qe a;

Va,be R/ Pea,Qea y Peb,Qeb = a=b

B.2) AXIOMA DE PARALELISMO

(I1I) Axioma de Paralelismo * (de Euclides °):

Para cada recta y para cada punto exterior a ella, existe y es unica la paralela a dicha recta por

ese punto.

2 . -
Con R nombramos al conjunto de todas las rectas del plano 7, al que le lamamos Familia de las

rectas de 7.
3 . .
Con 7 nombramos al conjunto de todos lo puntos, es decir al plano.

4 Una recta es paralela a otra, si coincide con ella o cuando no tiene ningln punto que pertenezca a la
otra recta.

®la proposicién que aca presentamos la nombramos asi en honor a EUCLIDES. En realidad hemos
optado por la redacciéon propuesta por Playfair. El quinto postulado que Euclides presenta en su libro
Elementos escrito entre los afios 330 y 320 a. de C. dice: Si una linea recta que corta a otras dos rectas
forma de un mismo lado con ellas angulos interiores cuya suma es menor que dos rectos, las dos ultimas

rectas prolongadas indefinidamente se cortan del lado en que la suma de los angulos es menor que dos
rectos.
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B.3) AXIOMAS DE ORDEN

(IV) Axioma de ordenacidn de los puntos de una recta:
En cada recta, entre sus puntos estd definida una relacion, llamada preceder ampliamente®

que es una relacion de orden total amplio .

(V) Axioma de particion del plano:

1) Toda recta determina en el plano una particion en tres conjuntos: la recta y los dos
semiplanos abiertos® , ® y @, con borde en ella.

i) ® y @ son figuras’ convexas. "°

1i1) Cualquier segmento determinado por dos puntos de semiplanos abiertos opuestos,

siempre corta a la recta.

B.4) AXIOMA METRICO
(VI) Axioma Métrico:
1) Existe una funcion, llamada distancia, cuyo dominio es el producto cartesiano del plano

por el plano y el codominio es el conjunto formado por el cero y todos los numeros reales

positivos."!

En adelante la llamaremos “preceder”, sobreentendiendo que se trata de un orden “amplio”.
Entonces la relacion “preceder” cumple las propiedades:
(I) Idéntica - Todo punto se precede a si mismo.

(I) Antisimétrica - Si un punto A precede a un punto B y el B precede al A, entonces el punto A
coincide con B.

(1N Transitiva - Si tres puntos A, By C de una recta cumplen que A “precede a” B y B “precede a” C,
entonces A “precede a” C.

(IV) Total - Dados dos puntos cualesquiera en una recta, uno de ellos precede al otro.
8 los puntos de la recta borde no pertenecen al semiplano abierto.
® | lamamos “figura” a cualquier conjunto de puntos.
0 Una figura es convexa si incluye el segmento determinado por dos puntos cualesquiera de la misma.

11 . o . :
Es decir, la funcion distancia establece que a cada par de puntos del plano le corresponde siempre un
namero real positivo o nulo.
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i1) La distancia no cambia cualquiera sea el orden en que se consideren los puntos.

ii1) Si un punto pertenece a un segmento, se cumple que la suma de sus distancias a los

extremos del segmento es igual a la distancia entre los extremos.

iv) Si un punto no pertenece a un segmento, se cumple que la suma de sus distancias a los

extremos de dicho segmento es mayor que la distancia entre los extremos. '*

v) Dado un niimero real positivo o nulo |, una recta orientada r, y un punto A en ella,
existe y es unico el punto B de larecta r, que sigue al A y tal que la distancia del A

al B es .

B.5) AXIOMA DE LAS ISOMETRIAS

(VII) Axioma de determinacion de isometrias:
Dados dos puntos A y B, dos semirrectas con origenes en ellos AX y By ",y dos
semiplanos, Ly M', de bordes respectivamente en dichas semirrectas'*, existe y es tnica la

isometria M tal que:

—
M(A)=B M (@AX)=By 'y M@ =u'

12 5 esta propiedad se la conoce como “propiedad triangular”.

3 Comentario sobre notacién: es usual identificar a una semirrecta nombrando primero su origen (el
punto A) y a continuacion utilizar una letra mindscula que corresponderia a su nombre (aca por ejemplo,
de todas las semirrectas de origen A, estamos considerando la que llamamos “x”

14 para abreviar, convenimos en expresarnos de esta manera, en lugar de decir que los semiplanos
tienen por bordes las rectas “sostén” de dichas semirrectas.
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APENDICE II

UN SISTEMA AXIOMATICO PARA UNA GEOMETRIA
EUCLIDIANA DEL ESPACIO

A.- CONCEPTOS PRIMITIVOS

Los conceptos primitivos que tomaremos son:

e« PUNTO *RECTA'® « PLANO "

Partimos de un conjunto llamado ESPACIO " y a sus elementos les llamamos PUNTOS.
En el espacio destacamos ciertos subconjuntos que les llamamos PLANOS. En cada plano
existen unos subconjuntos llamados RECTAS. " Estos conceptos los caracterizaremos a

partir de los axiomas.

B.- AXIOMAS

B.1.- AXIOMAS DE PERTENENCIA

(I) Axioma de existencia de rectas y planos:
Existen al menos dos planos, en cada plano estan incluidas al menos dos rectas y a cada recta

pertenecen al menos dos puntos.

15 Alos puntos los nombraremos y anotaremos con letras mayusculas.
16 A las rectas las nombraremos y anotaremos con letras mindsculas.
7 Alos planos los nombraremos y anotaremos con letras griegas.

18 Al espacio lo nombraremos E.

19 . - . . - .
Comentario: los conceptos primitivos son solo tres. Al espacio lo definimos como el conjunto de todos
los puntos.
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(IT) Axioma de determinacion de rectas:

Para todo par de puntos distintos, existe y es unica la recta a la cual pertenecen.

(IIT) Axioma de determinacion de planos:

Dados tres puntos no alineados, existe y es tnico el plano al cual pertenecen.

(IV) Si dos puntos de una recta pertenecen a un plano, dicha recta esta incluida en ese plano.

B.2.- AXIOMA DE PARALELISMO

(V) Axioma de Euclides:

Por un punto existe y es unica la paralela a una recta dada.

B.3.- AXIOMAS DE ORDEN

(VI) Axioma de orden en la recta (Primer Axioma de Orden):
En cada recta, entre sus puntos estd definida una relacién, llamada preceder ampliamente®,

que es una relacion de orden total amplio 2.

20 igual que en el abordaje de una Geometria Euclidiana Plana, en adelante solo diremos “preceder”
sobreentendiendo que se trata de un orden “amplio”.
21 Entonces la relacién “preceder ampliamente” cumple las propiedades:
(I) Idéntica -Todo punto se precede a si mismo.
(I) Antisimétrica - Si un punto A precede a un punto B y el B precede al A, entonces el punto A
coincide con B.
(1N Transitiva -Si tres puntos A, By C de una recta cumplen que A “precede a” By B “precede a” C,
entonces A “precede a” C.
(IV) Total - Dados dos puntos cualesquiera en una recta, uno de ellos precede al otro.
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(VII) Axioma de particion del Plano (Segundo Axioma de Orden):

Toda recta r de un plano o clasifica a los puntos de oo que no pertenecen a r en dos

conjuntos ¢ y ¢* ( semiplanos abiertos de borde la recta r) que cumplen:

i) {r, o, o* }esunaparticion de o. Es decir: los conjuntos r, ¢ y ¢%*, no son
vacios, son disjuntos dos a dos y la union de todos es el plano a.

i1) El segmento determinado por un punto de ¢ y un punto de ¢* tiene un punto y sélo
uno en r.

22
iii) Las figuras ¢ y @* son convexas.

(VIII) Axioma de particion del Espacio (Tercer axioma de Orden):

Todo plano a clasifica a los puntos de E que no pertenecen a o en dos conjuntos A y

A% ( semiespacios abiertos de borde el plano o ) que cumplen:

i) {a,A,Aix} es una particion de E. Es decir los conjuntos o , A y A*, no
son vacios, son disjuntos dos a dos y la union de todos es el espacio E.

1) El segmento determinado por un punto de A y un punto de A* tiene un punto y solo
unoen o.

iii) Las figuras A y A* son convexas.

B.4.- AXIOMA METRICO
(IX) Axioma Métrico:

1) Existe una funcion, llamada distancia, cuyo dominio es el producto cartesiano del
espacio por el espacio y el codominio es el conjunto formado por el cero y todos los

’ e 2
nameros reales positivos. >

22 ) .
Recordemos que una figura es convexa cuando el segmento determinado por dos puntos

cualesquiera de dicha figura esta siempre incluido en ella.

= decir, la funcion distancia establece que a cada par de puntos del espacio le corresponde siempre

un namero real positivo o nulo.
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i1) La distancia no cambia cualquiera sea el orden en que se consideren los puntos.

ii1) Si un punto pertenece a un segmento, se cumple que la suma de sus distancias a los

extremos del segmento esigual a la distancia entre los extremos.

iv) Siun punto nNnoO pertenece a un segmento, se cumple que la suma de sus distancias a los

extremos de dicho segmento es mayor que la distancia entre los extremos. **

v) Dado un niimero real positivo o nulo |, una recta orientada r, y un punto A en ella,
existe y es unico el punto B de larecta r, que sigue al A y tal que la distancia del A al

B es .

B.5.- AXIOMA DE LAS ISOMETRIAS

(X) Axioma de determinacion de isometrias:

Dados dos puntos A y B, dos semirrectas con origenes en ellos Ax y By , dos
semiplanos, ly W', de bordes respectivamente en dichas semirrectas , y dos semiespacios
o y a'con bordes respectivamente en estos semiplanos™, existe y es tinica la isometria

M tal que:

—
M(A)=B M (Ax) = By MW=y M =a

24 A esta propiedad se la conoce como “propiedad triangular”.

%> De manera analoga a cuando, por abreviar, decimos “semiplano de borde la semirrecta...” , al
decir “semiespacio con borde el semiplano...” tenemos que explicitarles a nuestros alumnos que
estamos dando por sobreentendido que nos referimos al “semiespacio con borde en el plano que
incluye al semiplano...” .
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APENDICE III

POLIGONOS Y POLIEDROS

1. POLIGONOS

1.1) Definicion:

Una LINEA POLIGONAL CERRADA SIMPLE (o simplemente POLIGONAL CERRADA
SIMPLE) es la figura unién de un nimero finito' de segmentos que cumplen tres
condiciones:

1) dos cualesquiera de estos segmentos o tienen un extremo en comun o no tienen ningin
punto en comun.

2) todos estos segmentos cumplen que cada uno de sus extremos es también extremo de uno
y s6lo uno de los otros segmentos.

3) dos de estos segmentos que tengan un extremo comun (consecutivos) no pueden estar
incluidos en una misma recta, no pueden ser colineales.

T - .
El nUmero de segmentos es mayor o igual a tres.

e Cada uno de estos segmentos se llama LADO de la poligonal; sus extremos son los
VERTICES de la poligonal.

e Un punto es PUNTO INTERIOR a la poligonal si cumple que toda semirrecta con origen en
¢l siempre interseca a la poligonal en al menos un punto. Un punto es PUNTO EXTERIOR
a la poligonal si al menos una semirrecta con origen en ¢l no tiene ningiin punto en la
poligonal.

e EIINTERIOR de la poligonal es el conjunto de todos sus puntos interiores.

1.2) Definicion:

Llamamos POLIGONO a la figura unién de una poligonal y su interior.

e Los lados y los vértices de la poligonal son los LADOS y los VERTICES del
POLIGONO generado por esa poligonal.
e Lapoligonal es el CONTORNO o FRONTERA del poligono.
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1.3) Definicion:

Un POLIGONO es CONVEXO si es una figura convexa. Es decir si el segmento
determinado por dos cualesquiera de sus puntos est4 siempre incluido en él.

Cuando un poligono es convexo, cualquier semirrecta con origen en uno de sus puntos
interiores siempre interseca al contorno en un punto y en uno solo.

(Por otra definicion ver la proposicion N° 35)

2. POLIEDROS

Definicion:

Una CASCARA o SUPERFICIE POLIEDRICA es la figura unién de un ntimero finito' de

poligonos que cumplen tres condiciones:

1) dos cualesquiera de estos poligonos o tienen un lado en comun, o un vértice en comun, o
no tienen ningun punto en comun.

2) todos estos poligonos cumplen que cada uno de sus lados es también lado de uno y soélo
uno de los restantes poligonos.

3) dos de estos poligonos que tengan un lado comun no pueden ser coplanares.

T . , .
El numero de poligonos es mayor o igual que cuatro.

o A cada uno de estos poligonos se le llama CARA de la cascara poliédrica, sus lados y
vértices son respectivamente ARISTAS y VERTICES de la cascara poliédrica.

e  Un punto es PUNTO INTERIOR a la cascara poliédrica si cumple que toda semirrecta
con origen en ¢l siempre tiene interseccion no vacia con la cascara. Un punto es PUNTO
EXTERIOR a la cascara poliédrica si cumple que existe al menos una semirrecta con origen
en ¢l que no tiene ningan punto en la cdscara poliédrica.

o El INTERIOR de la cascara poliédrica es el conjunto de todos sus puntos interiores.

Definicion:

Llamamos POLIEDRO a la union de una cascara poliédrica y su interior. Las caras, aristas
y vértices de la cascara poliédrica son las caras, aristas y vértices del poliedro generado por
la superficie poliédrica.
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