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Introduccion

‘La Matematica moderna lleva a cabo una actividad intelectual muy sofisticada dificil de definir, pero
una gran parte de lo que hoy se conoce como matematica es el resultado de un pensamiento que
originalmente se centrd en los conceptos de numero, magnitud y forma.

Las nociones primitivas relacionadas con los conceptos de nimero, magnitud y forma se remontan al
origen de la raza humana, y estarian, en un principio, relacionadas méas bien con diferencias y

contrastes que con semejanzas, tales como la diferencia entre un lobo y muchos. Después, y de una
forma gradual, debe haber surgido, la constatacion de que las diferencias mismas estan apuntando ya
a las semejanzas, puesto que el contraste que se observa entre un lobo y muchos, una oveja y un
rebafio, vienen a sugerir que un lobo y una oveja tienen algo en comdn, su unidad.”

Extracto de “Historia de la matematica”. Carl B. Boyer

Nota: En este tema va a encontrar una introduccién formal del numero
natural. Por tanto se utilizaré un lenguaje al que, tal vez, esté poco
habituado. La introduccion axiomatica, como es sabido, tiene una
estructura segun la cual, partiendo de unas verdades indiscutibles
(axiomas) se construye luego todo un entramado de propiedades y
teoremas que siguen un estricto razonamiento I6gico deductivo que es,
entre otras virtudes, una de las grandezas de las matematicas.
Aconsejamos, por tanto, una lectura pausada, sin pretender memorizar
los diferentes pasos de las demostraciones sino tratar de seguir los
razonamientos y saber que, en este tema, tiene un tratamiento riguroso
de la introduccion del numero natural.

El concepto de numero surge de la propiedad abstracta que tienen en
comun los grupos de un lobo, oveja, etc., o bien de dos lobos, ovejas,
etc. y es a lo que llamamos namero. Los nimeros son objetos abstractos
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que indican cantidad.

En esta unidad analizaremos el conjunto de los Numeros Naturales y la
aritmética definida sobre él. Los nimeros naturales son los niumeros que
usamos para contar; uno, dos, tres, cuatro, etc. y también para ordenar:
10, 20, 30, 40, . Les damos un nombre, *Numeros naturales”. El hombre
primitivo solo necesitd algunos cuantos numeros, los cuales representd
mediante marcas en huesos o madera, este hecho queda constatado por
el dato de que algunas lenguas han conservado en su gramatica una
distincion entre uno, dos y mas de dos, que se llamaba muchos.

La conciencia del numero se extendid lo suficiente para necesitar
expresar esta propiedad en lenguaje simbdlico, primero a través de
objetos como piedras, luego mediante muescas, después a través de los
dedos de la mano y, posteriormente empleando lo que nos distingue de
los animales: el lenguaje, cuyo desarrollo es esencial para el pensamiento
matematico abstracto.

A través de este pensamiento abstracto vamos a abordar la construccién
del conjunto de los nUmeros naturales que se puede dar en dos sentidos:

1. Desde un punto de vista axiomatico, esto es, estableciendo un
numero de axiomas, y a partir de ellos probar una serie de teoremas
gue no son otra cosa que sus propiedades (método seguido por Peano
y Hilbert).

2. A través del calculo de clases de equivalencia obtenidas por la
relacion de coordinabilidad entre conjuntos (método iniciado por
Cantor, Frege y perfeccionado por Russell).

En este tema abordaremos la construccidon del conjunto de los numeros
naturales desde el punto de vista axiomatico.

1. Definicion

Definicion | Un namero natural es cualquiera de los simbolos que se
usan para contar los elementos de un conjunto. Reciben ese
nombre porque fueron los primeros que utilizé el ser humano
para contar objetos.

Algunos matematicos, dependiendo de la construccién del conjunto que
utilicen, prefieren reconocer el cero (0) como un nimero natural como los
gue se basan en la definicion axiomatica, otros, especialmente los
de Teoria de conjuntos, Logica e Informatica, sostienen la postura
opuesta. Nosotros vamos a considerar el 0 dentro del conjunto de
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numeros naturales. La construccion sin el 0 es similar considerando que el
primer elemento del conjunto de los naturales es el 1.

Definicion axiomatica
El conjunto de los nUmeros naturales se representa por N y corresponde al

siguiente conjunto numeérico infinito de objetos distintos Ilamados
numeros naturales:

N=1{0,1,23,4,5,6,7.}

En el que cada niumero menos el primero es el siguiente del que le
precede:

Axiomas de Peano

Los axiomas de Peano rigen la estructura de los nimeros naturales sin
necesidad de otra teoria (por ejemplo, la de conjuntos) ni de las nociones
aritméticas de suma o equivalencia. Requiere, eso si, de la nocidn previa
de sucesor. Los cinco axiomas de Peano son:

1) El 0 es un nimero natural.
(0 € N) y queda definido el primer elemento del conjunto y por tanto,
N =0

2) Si n es un niumero natural, entonces el sucesor de n también
es un numero natural.

vheEN=3Is(nN)<eN VvVvneNyVmEeN,sin=m= s(n)=s(m)

La relacidén asi definida entre los elementos del conjunto de naturales es
aplicacion, es decir, a cada elemento de los naturales le corresponde un
Unico siguiente.

3) El 0 no es el sucesor de ninglin nimero natural.
vVneN= s(n)>0

Queda definido el primer elemento del conjunto de los naturales.

4) Si hay dos numeros naturales n y m con el mismo sucesor,
entonces n y m son el mismo niamero natural.

s(n)=s(m) = n=m. La aplicacién definida es inyectiva.
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5) Si el 0 pertenece a un conjunto, y dado un nimero natural
cualquiera, el sucesor de ese numero también pertenece a
ese conjunto, entonces todos los nuameros naturales
pertenecen a ese conjunto.

Este es el axioma de inducciéon matematica y se formula:

VK cNcon0 eK

K= N
Vne K =s(n)e K } =

De los axiomas se deducen los siguientes teoremas necesarios para definir
la suma y la multiplicacién de N.

Teorema 1 |Si dos numeros naturales cualesquiera son distintos
entonces sus siguientes también son distintos:

vn,meNsi n=m= s(n) = s(m)

Demostracion:

Por reducciéon al absurdo, supongamos que N#Mpero
s(n)=s(m), por el axioma 4 obtendriamos que n=m, que es

una contradiccion y por tanto es cierta la afirmacion del teorema.
[

Teorema 2 | Todo numero natural es distinto de su siguiente:
vYneN n=s(n)

Demostracion:

Consideremos el conjunto de los numeros que verifican esta
condicién, sea éste K ={n/ne N yn=s(n)}

Veamos que K =N
Por la propia definicion del conjunto se tiene: K <IN
Por el axioma 3, 0 e K

Supongamos un nimero ne K, entonces N#S(N); aplicando el
teorema 1 sabemos que: S(N) = S(s(n))

Por definicién del conjunto K, s(n)e K = aplicando el axioma 5
concluimos en que K=N 1




Curso Iberoamericano de formacidn permanente de profesores de matematica

Teorema 3 | Todo numero natural distinto de 0 es el siguiente de otro
numero natural

vneN nz0=3ImeN/n=s(m)

Demostracion:

Tal y como se hizo en la demostracion anterior consideremos el
siguiente conjunto:

K={0}u{neN/ameNyn=s(m)}
Veamos que K =N

Por la propia construccion del conjunto K #2, ya que el 0eK.
Consideremos un elemento ne K = como el conjunto K
contiene a todos los siguientes s(Ne K= K=N N

2. Operaciones

2.1.Suma

Consideramos la suma de numeros naturales como la aplicacién
fiNxN-—>N

que verifica:

1) f(n,0)=n+0=n,VneN
2) f(n,s(m))=s[f(n+m)]| ¥vnmeN

Veamos que la aplicacion esta bien definida.

Demostracion:

Como en teoremas anteriores, vamos a construir un  conjunto

K {n N/3 laapliacion fp, : {nx N N/ fn(n.0)=n con m N}
=iNe Sngx N — , S
P n i (n,5(m)) = 5[ (n,)]

Y comprobar que K=N

3) Por la propia construccién del conjunto se tiene que no es vacio, es decir,
K#g ya que el 0e K puesto que:

f4(0,0)=0+0=0
f5(0,5(n)) = s(n) = s[fO(O, n)l Vne N

Sigamos aplicando el método de induccion:
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Suponemos que para un valor a€K exjste la aplicacién f, {ajx N—>N
verificando:

fa(a0)=a
{ fa(as(n) =s[fa(an)vneN

Veamos que si se verifica para & también se consigue para el s(Q ). Definimos la
siguiente aplicacion
fs(a) {s@)}xN—>N

1:ss(a) (s(@),n)=s[fa(a,n)}vneN

verificando:

fo(a (@0 =5(2)

Comprobemos finalmente que s(@) e K :

foa (@), () = [ fa @, s(r)] = sls( Fa (@, m)] - S[fs NCC) n)}: s(a) € K

y por consiguiente: K =N

Como se verifica para todo a € IN, se puede afirmar que existe la aplicacién que
define la suma. N

Mediante el método de reduccién al absurdo. se puede demostrar ademas,
la unicidad de esta aplicacion que define la suma de nameros
naturales.

Propiedades
Asociativa: VabceN, (a+b)+c=a+(b+c)

Demostracion: Construimos el conjunto
K={neN/@+b)+n=a+(b+n)}vabeN

para demostrar que K =N

El 0e K ya que (a+b)+0=(a+b)=a+(b+0)por la propiedad 1 de la suma.

Ahora consideramos un numero C € K, por tanto, verificara:
(@a+b)+c=a+(b+c)

y veamos que s(c) también pertenece a K.

Por la definicién de la suma se tiene:
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(@+b)+s(c)=s((a+b)+c)
y como ce K tenemos que:
s((a+b)+c)=s(a+(b+c))=a+s(b+c)=a+(b+s(c))
comprobdndose asi que s(c) e K.

Aplicando el axioma 5 de Peano se llega a que K =IN y queda demostrada la
propiedad asociativa. W

Conmutativa: Va,beN,a+b=b+a

Demostracion: Construimos el conjunto
K={neN/n+1=1+n}

y demostraremos que K =N
El 0K ya gque 0+1=1=1+0 por la propiedad 1 de la suma.
Sea ahora un ndmero € K 1o gue significa que a+1=1+a
comprobemos que s(a) e K
En efecto:
s@+1=(a+1)+1

por la propiedad 1 de la suma y, ademds como a€K entonces

@+)+1=(1+a)+1=s@l+a)=1+(a+1)=1+s(a)
Con lo que podemos concluir que s(a) e K.

Segin el axioma 5 de Peano si el 0eKy de a€K se sigue que también
s(a) e K entonces se llega a la igualdad K =IN.

Con esto hemos demostrado que todos los numeros naturales poseen la
propiedad conmutativa con el 1. Para que la demostracion esté completa hay
qgue probar que conmutan todos entre si y para ello consideremos un nuevo
conjunto M ={neN/a+n=n+aj}.

Seguimos el mismo esquema:
OeMyaque a+0=0+a.

Consideremos un nimero be M entonces se verifica: a+b=b+a y tratemos de
probar si S(b)eM .

a+s(b)=a+(b+1

Aplicando la condicién 2 de la suma:
a+((b+1)=s(@+b)
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como beM= s@+b)=s(b+a)=b+(@a+1)=b+(1+a) aplicando ahora Ila
propiedad asociativa = b+(+a)=(b+1)+a=s(b)+a.

Por tanto a+s(b)=s(b)+a.

Puesto que se verifican las dos condiciones del axioma 5 de Peano podemos
concluir que el conjunto M =Ny, en consecuencia, todo par de numeros
naturales con la suma verifican la propiedad conmutativa. R

Elemento neutro: 30N, VneN,n+0=0+n=n

Demostracion: Aplicamos el axioma 5 de induccién como en las anteriores
demostraciones.

Definimos el conjunto K ={ne N/n+0=0+n} y demostraremos que K =N.
El 0e K yaque n+0=n=0+n por la propiedad 1 de la suma.
Consideremos un nimero a € K y por tanto a+0=0+a, veamos si S(a) eK
s(@a)+0=s(a)=s(a+0)
Como aeK
s(@+0)=s(0+a)=0+s(a)
y por la propiedad 1 de la suma:

0+s(@)=s@)=S@eK m

Con la demostracidon de estas propiedades para la suma, hemos probado
gue el par formado por el conjunto N y la operacién interna +, es decir,
(N, +) tiene estructura de semigrupo conmutativo con elemento
neutro.

2.2.Multiplicacion

Consideramos la multiplicaciéon de numeros naturales como la aplicacién
f: N x N - N que verifica:

1) f(n,00=nx0=0,vne N
2) f(n,s(m))=f(n,m)+n ,vnmeN

Esta aplicacion asi definida se puede demostrar que existe y esta definida
de forma Unica siguiendo los mismos pasos que para la suma.

La multiplicacién de dos numeros naturales a,b e N queda definida de la

siguiente manera usando el simbolo habitual del punto: “ - ”
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) -(a,0)=a-0=0 | — propiedad 1
va’bEN'a'b_'(a’b)/{.(a,s(b)):a-b+a —> propiedad 2

Propiedades:

Siguiendo pasos similares a los utilizados para demostrar las propiedades
de la suma se pueden demostrar las propiedades para la multiplicacion.
Sélo demostraremos en este apartado la propiedad distributiva.

Asociativa: Vab,ceN, (a-b)-c=a-(b-c)

Conmutativa: Va,beN,a-b=Db-a

Elemento neutro: 3un ndmerole N/VneN,l-n=n=n-1
Distributiva de la multiplicacion respecto a la suma:
vab,ceN, (@a+b)-c=a-c+b-c y VabceN,c-(a+b)=c-a+c-b

Demostracion: Vamos a demostrar la propiedad distributiva por la derecha; por
la izquierda se haria de forma analoga:

Consideremos el conjunto:

K={neN/@+b)-n=a-n+b-njva,be N
Demostraremos por el principio de induccién, como en casos anteriores,
gue K=N

Primero: 0e K. En efecto, por definicién de la muitiplicacién (a+b)-0=0 y
a-0+b-0=0+0=0

Ahora consideramos un numero C € K, por tanto verificara: (a+b)-c=a-c+b-c
y veamos que s(c) también pertenece a K.
(@a+b)-s(c)=(a+b)-c+(a+hb)
por definicion de la multiplicacion y puesto que c e K
(@a+b)-c+(a+b)=a-c+b-c+a+b

aplicando sobre esta expresion las propiedades conmutativa y asociativa de la
suma obtenemos la siguiente expresion:

a-c+a+b-c+b=a-s(c)+b-s(c).
Hemos aplicado el axioma 5 de Peano ya que vemos que si 0 K y que
ceK=s(c)eK=K=N

Con lo que queda demostrada la propiedad distributiva de ma multiplicacion
respecto de la suma. N

-10 -
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El conjunto N con las operaciones internas suma (+) y multiplicaciéon (-)
es decir, la terna (N, +, :) cumpliendo las propiedades expuestas, le da
estructura de semianillo conmutativo con elemento neutro.

3. Divisibilidad
Dados dos numeros naturales a=0yb=0, decimos que a es divisible

por b o que b es divisor de a si 3unnimeroce N/a=b-c, es decir,

cuando la division del primero por el segundo es exacta. También se
puede decir que a es miltiplo de b.

e La relacion “a es divisible por b” es una relacion binaria de
orden parcial.

La forma simbdlica de definir la relacién entre el par (a,b) es:
a/b<3dceN/b=a-c, abceNya=0

Esta relacion binaria define sobre N un orden parcial porque hay niumeros
naturales no relacionados, por ejemplo: (2,3), (5,17), etc.

Verifica las propiedades:
- Reflexiva: Vae N, a/a,puesa=a-1
— Antisimétrica: Si a/byb/a=a=D

Ues Sia/lb=3ceN/b=a-c
PUES Sib/a=3d e N/a=b-d

el valor de la segunda se tiene que: b=Db-d-C= d=1yc=1= a=b

}: sustituyendo en la primera igualdad

— Transitiva: Sia/byb/c=alc
Si a/b:>EIdleN/b:a-d1
Si b/c:>3d261\1/0:b-d2

segunda igualdad, teniendo que: c=a-d;-d, por tanto
dz=d,-d,/c=a-zy alc

Si }: sustituimos el valor de b en la

Propiedades

e El 1 es divisor de cualquier nUmero natural: 1/n, vne N

-11 -
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3.1. Miltiplo
El conjunto de todos los multiplos de un nimero natural n, se simboliza a

a={a-n,vne N}
e Todo numero es multiplo de si mismo y de la unidad:

e Los multiplos son compatibles con la suma, es decir, si dos niumeros
son multiplos de un mismo numero, su suma también lo es.

e Siun numero a es multiplo de uno b entonces todos los multiplos de
a lo son también de b.

3.2. Divisor

Denotamos por D(a) al conjunto de los divisores de cualquier nimero
natural a, de forma simbodlica:

D@)={neN,n=0;3ce N/a=c-n}
e El cero no es divisor de ninglin niumero natural
e El 1 es divisor de cualquier nUmero natural.
e Todo numero natural distinto de cero es divisor de si mismo.

e Los divisores son compatibles con la suma, es decir, si un numero
natural a es divisor de otros b, c, ..., lo es también de su suma

b+c+ ...

e Todo numero natural divisor de otro, también lo serd de sus
multiplos.

Para calcular los divisores de un nimero, lo dividimos entre los niumeros
naturales menores que él, y anotamos los que den divisién exacta, es
decir, resto cero. Veremos procedimientos que simplifican este método.

Definicién Un numero es primo si solo es divisible por si mismo y por 1.

Si un nimero no es primo entonces diremos que es

Definicion
compuesto.

-12 -
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Propiedades

e Todo numero compuesto puede ser descompuesto en factores
primos. Si ne N es primo, entonces n=n-1

e Siendo neNes compuesto = n:ak-bl-cr

(Teorema fundamental de la aritmética)

-..con a,b,c...primos

Ejemplo
90(2

453
15(3= 90=2-3%*.5

Para simplificar este proceso y saber cuando un numero es divisible por
otro numero, generalmente primo, sin necesidad de realizar la division, se
utilizan los criterios de divisibilidad. Los mas usados son los siguientes:

Ndmero Criterio
2 Acaba en 0 o en cifra par
3 La suma de sus digitos es un multiplo de 3
4 Lo es el nimero formado por los dos ultimos digitos
5 AcabaenOoen5
6 Lo es de 2 y de 3 al mismo tiempo.
8 Lo es el nUmero formado por los tres ultimos digitos
9 La suma de sus digitos es un multiplo de 9
10 Acaba en cero

-13 -
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11 La diferencia entre la suma de las cifras que ocupan lugar
impar y la suma de las que ocupan lugar par ha de ser
multiplo de 11

25 Si acaba en 00, 24, 50, 75

Nota: En un documento aparte se explicara el procedimiento para obtener
los criterios de divisibilidad de los diferentes nimeros.

Se define el maximo comun divisor (m.c.d.) de dos o
mas numeros naturales como el mayor divisor posible de
todos ellos.

Definicion

Ejemplo

Calcular el m.c.d. (18, 30)
Para ello obtenemos los divisores de cada uno de los numeros:

Divisores de 18: @)@)@@ 9, 18
Divisores de 30:(1)(2)3) 5,6) 10, 15, 30.

Observamos que los divisores 1, 2, 3, 6 son comunes a ambos numeros. El
mayor es 6 y por tanto se tiene que:

m.c.d. (18, 30) = 6

Para numeros muy grandes esta forma de obtener el m.c.d. puede llegar a
ser muy laboriosa, existe otro método de aplicacién mas rapida aplicando
la descomposicién en factores primos y es el siguiente:

— Se descomponen los nimeros en factores primos.
El m.c.d. de esos niumeros se obtiene tomando los factores primos
comunes, elevados al menor exponente.

Ejemplo
Vamos a calcular el m.c.d. (90, 75)
90(2
753
45(3 255
Descomponemos en factores primos 15/3= 90=2.3%.5 a5 = 75=3.5°
5|5
1
1

El m.c.d (90,75)=3-5=15

-14 -
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El algoritmo de Euclides

El algoritmo de Euclides es un método para calcular el maximo comun
divisor (m.c.d.) de dos nimeros mediante divisiones sucesivas.

En la primera divisidon, se toma como dividendo el mayor de los nUmeros y
como divisor el otro. En una siguiente division se dividen el divisor y el
resto. El proceso se continua y finalizara cuando se obtenga un resto
nulo. El m.c.d. sera el penultimo resto del algoritmo.

Teorema | Si dos nimeros a y b (a>b) no son divisibles el uno por el
otro, los divisores comunes de a y b son los mismos que los de
b y r, siendo r el resto de la divisidon entera de a entre b, por
tanto:

m.c.d. (a, b) = m.c.d. (b, r),
Demostracion
Sea d= m.c.d. (a, b) y t= m.c.d. (b, r), vamos a demostrar que d=t.
Sid= m.c.d. (a, b)= d/a y d/b entonces
a:ai-d y b:bl-d.

Por otro lado, por el algoritmo de la division se tiene que
a=b-g+r,0<r<b (1)
De donde llegamos a:
r:a—b-q:al-d —bl-d +r :(al—bl)-d +r
Por tanto d/(a-gb). Luego d es divisor comun de by r. Como ya

teniamos que también es un divisor de d entonces divide a su
m.c.d., esto es d es un divisor de t.

Por otra parte, t es un divisor comun de by r, por ello luego
b:b2 tyr= rl -1. Sustituyendo estas igualdades en la expresion

(1):
a=b-q+r :blt-q+r1-t=(b1q+r1)-t
De lo anterior tenemos que t es un divisor comun de a y b, entonces
también lo es de su m.c.d., es decir t es divisor de d.
Como t es divisor de d y también d es divisorde t = t=d W

- 15 -
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Ejemplo

Vamos a calcular el m.c.d.(90, 75) utilizando el algoritmo de Euclides

90| 75

(15) 1

75 | 15

0O 5 — Elm.c.d (90,75)=15

Ejemplo
Vamos a calcular ahora el m.c.m.(90, 25)

90 [ 25
15 3
2515

10 1
15 [ 10
1 lols — Emcd(90,25)=5
2

0

El minimo comun multiplo (m.c.m.) de varios nimeros es

Definicion o
el menor de sus multiplos comunes.

Ejemplo

Calcular el m.c.m.(6, 8)
Mdltiplos de 6: 6, 12, 18, 24) 30, 36, 42, 48, 54, ..
Mdltiplos de 8: 8, 16,(24) 32, 40, 48, 56, ...

Observamos que el 24 es el mas pequeno de los multiplos comunes y por eso
escribimos:

m.c.m.(6, 8) = 24

También para calcular el m.c.m. de dos o mas nimeros se puede seguir
un procedimiento que simplifica el anterior que consta de los siguientes
pasos:

— se descomponen los numeros en factores primos
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— el m.c.m de esos numeros se obitene tomando los factores
comunes y no comunes siempre los de mayor exponente.

Ejemplo

Vamos a calcular el m.c.m.(90, 75)

90(2
753
453 o5le
Descomponemos en factores primos 15(3= 90=2.3°.5 5= 75=3.5°
5|5
1
1

El m.c.m. (90,75)=2-3.5% =450

4.0rdenacionen N

Un numero natural a es menor que un naumero natural b si existe un
numero natural c tal que a + c= b. En este caso se escribe a < b o
también b > a.

En lenguaje simbdlico se escribe asi:
a<b«<3dceN/a+c=b

Esta es una relacion binaria definida sobre el conjunto de los nimeros
naturales: (a,b) e N que verifica lo siguiente:

Teorema 4 | Todo numero distinto del 0 es mayor que él, es decir:
YneN,nz0=0<n

Demostracion:
Sea neN,n#0= n=n+0>0 pues N0 =0<n N

Teorema 5 | Va,ne N sdlo se verifica una de las siguientes relaciones:
a) h=a
b) n<a

c) a<n
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Demostracion:

Vamos a considerar el siguiente conjunto auxiliar K, tal y como
hemos hecho en demostraciones anteriores:

Knh={fa/n=ad6n<a 6a<n}
y veamos que Kp =N
Primero demostremos que 0e Kp,
Sin=0=0=0=n se verificaa) y 0 Ky
Si n#0 = por el teorema 4 0<n se cumple c)y 0eKp,

Supongamos ahora un valor ae€Kp y demostremos que
s(a) e Kp

ae Kp = se verificaque n=a é n<ad a<n
n=a = s(@)=a+1>a = s(@)>n verifica b) y s(a) e Kp
n<a = 3b=0/n+b=a
s(@=a+1l=(n+b)+1=n+(b+1) =n+s(b) >n pues s(b) =0
= s(a)>n, es decir, n<s(a) se cumple b) y s(a) e Kp

a<n = 3c-#0/a+c=n

Como c#0
dze N/c=s(z) entonces:

at+c=a+s(z)=n

a+s(z)=a+@Q+z2)=(@+D)+z=s(a)+z
y por la propiedad conmutativa
s(@+z=n= s(@)<n.
Puede ocurrir que
z=0=s(a)=n o bien que z=0=s(a)<n
En cualquier caso s(a) € Kp,

Con esto tenemos que, aplicando el axioma de induccién K = N
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e Ademas vamos a ver que la relacion es excluyente, si se
verifica n<a, entonces no se puede verificar a<n.

Demostracion: Supongamos por reduccién al absurdo que se pueden dar las
dos a la vez:

n<a=3db=#0/n+b=a
a<n=3dc#0/a+c=n
= n+b+c=a+c=n+b+c=ncon b#0y c#0 absurdo pues n=n A

}: sumando “"c” en ambos miembros de la 12 igualdad

e La relacion de orden “<” es compatible con la suma vy
producto de nimeros naturales

Esto significa que:
Si a<b=a+c<b+c, VceN
Si a<b=a-c<b-c, VceN

4.1.(N, <) es un conjunto estrictamente ordenado

La relacién “<” es de orden estricto porque verifica las propiedades:
— Antirreflexiva: Yae N, ay a
— Antisimétrica: Si a<byb<a=a=b

— Transitiva: Sia<byb<c=a<c

4.2.(N, <) La relacion “<"” sobre N es de orden total
La relacidon “<” es de orden pues verifica las propiedades:
— Reflexiva: YaeN,a<a,puesa=a

— Antisimétrica: Si a<byb<a—=a=b
— Transitiva: Sia<byb<c=a<c

Y ademas para que sea de orden total debe verificar que dos elementos
cualesquiera del conjunto N estan relacionados

Con todo esto podemos afirmar que (N, +, -, <) es un semianillo
totalmente ordenado llamado, semianillo ordenado de los numeros
naturales
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5. Sistemas de numeracion

“La conciencia del nimero se hizo lo suficientemente extendida y clara como
para que se llegase a sentir la necesidad de expresar esta propiedad en un
lenguaje simbodlico. Los dedos de la mano pueden usarse facilmente para
representar un conjunto de dos, tres, cuatro o cinco objetos. Cuando el uso de los
dedos resultaba ya inadecuado, podian utilizarse pequenos montones de piedras,
y cunado el hombre primitivo utilizaba este sistema de representacion, a menudo
amontonaba las piedras por grupos de cinco en cinco, debido a que antes se habia
familiarizado con los quintuplos de objetos por observacion de su propia mano o
pie. Como hizo observar Aristételes, lo extendido que se halla el uso del sistema
decimal no es sino la consecuencia del accidente anatémico de que la mayor
parte de nosotros nacemos con diez dedos en las manos y otros diez en el pie.

Lo que distingue de manera mas notable al hombre del resto de los animales es
el lenguaje articulado, lenguaje cuyo desarrollo fue esencial para el nacimiento
del pensamiento matematico abstracto. Sin embargo, las palabras para expresar
1deas numeéricas aparecieron muy lentamente, los signos para representar
numeros precedieron con toda probabilidad a las palabras para representar
numeros. Las lenguas modernas estan construidas casi sin excepcién sobre la
base de numeracién diez, de manera que un nimero como diecisiete, se describe
como diez y siete.

Extracto de “Historia de la matematica”. Carl B. Boyer

El conjunto de ndmeros naturales es infinito; para nombrarlos
necesitariamos infinitas palabras y para escribirlos infinitos signos o
simbolos. De aqui surge la necesidad de buscar un conjunto finito de
palabras, simbolos y reglas que nos permitan determinar todos los
numeros naturales con precision y comodidad.

Definicion | Un sistema de numeracion es un par {S, R} donde S es un
conjunto de simbolos y R un conjunto de reglas y convenios
que utilizamos para nombrar y escribir los numeros
empleando la menor cantidad posible de palabras y simbolos.

Los simbolos de S se llaman cifras y el cardinal del conjunto S es |la base
del sistema de numeracion.

El actual sistema de numeracién que utilizamos en nuestro entorno
cultural y que llamamos usualmente el sistema hindl, no consiste mas
gue en una combinacion de tres principios basicos:

1) una forma cifrada para cada uno de los diez numerales basicos.
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2) una base decimal
3) una notacién posicional

Al-Khowarizmo escribi6 dos libros sobre Aritmética y Algebra que jugaron un
papel muy importante en la historia de las matematicas. El primero de ellos nos
ha llegado sélo a través de una copia Unica de una traduccion latina con el titulo
“De numero indorum” ( o “Sobre el arte de calcular hindd). En esta obra, que
estaba basada presumiblemente en una traducciéon arabe de Brahmagupta, daba

Al-Khowarizmi una exposicién tan completa del sistema de numeracién hindq,
que es probablemente el responsable de la extendida aunque falsa impresion de
que nuestro sistema de numeracion es de origen arabe.

Extracto de “Historia de la matematica”. Carl B. Boyer

El sistema de numeracion decimal, al tener base 10 contiene 10 cifras
gue se llaman también digitos:

1)s={0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9} los 10 primeros numeros naturales

2) Cada 10 unidades de un orden determinado constituyen una unidad
de orden inmediatamente superior, asi:

10 unidades de orden n-1= 1 unidad de orden n=10""

3) Escribimos cada niumero de derecha a izquierda como una secuencia
finita formada a partir de los simbolos anteriores de manera que, el
valor de dichos simbolos depende de la posicion que ocupe:

23 710 = 20 000+3 000+700+10+0= 2-10% +3-103 +7-102 +1.101 +0-100

Mediante estos tres principios podemos construir sistemas de numeracion
usando otras bases.

Los Babilonios usaron un sistema de numeracién de base 60 que ha
llegado hasta hoy aplicado a la medida de dngulos o del tiempo; los Mayas
otro con base 20 y con la aparicion de ordenadores se ha dado mucho
auge a los sistemas binario (base2), octal (base 8) y hexadecimal (base
16).

Cuando la base del sistema es mayor de 10, se afaden las primeras letras
del alfabeto, asi para el sistema hexadecimal el conjunto S viene dado
por:

s = {OI 1I 2/ 3[ 4/ 5[ 6[ 7I 8[ 9/ AI BI CI DI EI F}

de manera que A = 10, B = 11,...,F = 15.
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5.1.Teorema fundamental de la numeracion

Todo neNse puede escribir de forma Unica en base b,be N, y b>1como:

n= rob0 + rlb1 + r2b2 +...+ rk_lbk_l + rkbk,conro, MMy € N Yrg:fpfye < b

Para abreviar escribiremos:

k .
nz_zlrib',con reNyr<b Vi=1.k
1=

Demostracion: Consideremos dos casos:

- Sin<bh= n:n~b0de forma unica

- Si n>b=dividimos n entre b, y si el cociente Ci >b, volvemos a repetir

el procesos hasta obtener un cociente Ci <b. Es decir:

nlb n=b-c,+r,, r, <n
b
o G c,=b-<c,+r, r<n
¢ |b C,=bC,+r,, r,<n
r-2 C3

b
Cka I— c,,=bc.+r,, r.,<n

C,=r, r.<n
De la primera igualdad tenemos que n=b-c, +r,, y sustituyendo las demas
igualdades llegamos a la expresion:

n= rob0 + rlbl + r2b2 +..t rk_lbk_1 + rkbk L
e Principio del valor relativo
Para escribir un nimero natural n en una base b
pK

n= rob0 + r1b1+ r2b2 +...+ rk_lbk_1+ nb".conry,n...n € N Yrg: el < b

escribimos sus cifras de manera ordenada de la siguiente manera:
n=nr._q Lk

teniendo en cuenta que el valor de una cifra viene determinado por el
lugar que ésta ocupa. (Principio del valor relativo)
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Ejemplo
Vamos a calcular cémo seria la expresion de 253 en base 4:

253 4 253(1o=11031(4
183 |4
3 1204
05 |4
1|1

5.2.Representacion de nimeros en diferentes bases

Las conversiones entre numeros de bases diferentes se efectian por
medio de operaciones aritméticas simples.

e Conversion de la base decimal a otra base b
Para esta conversion se emplea el método de divisiones sucesivas.

Se va dividiendo la cantidad decimal por b, apuntando los restos, hasta
obtener un cociente cero. El ultimo resto obtenido es la primera cifra del
numero en base b y el primero es la ultima.

Ejemplo

Convertir el nimero 250 a binario.

250 | 2
0125 |2
Le2 |2 250(10=11111010,
031 |2
1[15 |2
17 |2
13 |2
11

e Conversion de base b a la base decimal
Hay que realizar las operaciones de la expresidon polindmica del numero:

0 1 2 k-1 k
n=rb” +rb +r,b+..+r b +rb

De forma practica es suficiente con realizar el calculo del valor numérico
de un polinomio.
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Ejemplo

Convertir el nUmero 240s a decimal.

2] 4] 0
10 | 70
: 2| 14| 70 240s=70q0

6. Operaciones en cualquier sistema de numeracion

6.1.Suma

Tanto en el sistema decimal como en otro cualquiera, sumamos primero
las unidades, pasamos luego al orden siguiente, etc., hasta llegar al
mayor de los ordenes, teniendo en cuenta que, pasamos al orden
siguiente cada vez que en un orden se obtiene una suma mayor o igual a
la base del sistema empleado.

Ejemplo

Vamos a sumar los numeros 230 y 1134.

230(4+ 1 13(4= 1003(4

¥

Como 3+1= 4 que es la base
ponemos 0 y afiadimos 1 unidad
al siguiente orden

6.2.Multiplicacion

La multiplicacion de los nimeros se basa en la tabla de multiplicar que
ofrece el producto de los numeros menores que la base del sistema de
numeracion, es decir en base b, para todo n<b, ésta se construye
mediante la suma reiterada.

Por ejemplo, en el sistema en base 6, comprobar que la tabla de
multiplicar del sistema senario es:

0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 10 12 14
3 0 3 10 13 20 23
4 0 4 12 20 24 32
5 0 5 14 23 32 41

En cada celda aparece el producto de los nUmeros que corresponden a la
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fila y a la columna de esa celda, con la particularidad de que todos los
numeros se escriben en base 6. Valiéndonos de esta tabla podemos
multiplicar facilmente “en columna” dos niumeros cualesquiera:

Ejemplo
Vamos a multiplicar los nUmeros 154 y 352 .
1 5|46
X| 3 5|26
3 5|26

154(6X352(6= 1 13262(6

ul
ul
o

G

6.3.Division

Para realizar la divisiéon de dos numeros cualesquiera en un sistema de
numeracion de base “b” hacemos la divisidon «en angulo» apoyandonos en
la tabla de multiplicar de dicha base. Veamos el siguiente ejemplo con
nimeros en base 4, por lo que usaremos la siguiente tabla de
multiplicacion correspondiente a esta base:

0 1 2 3
0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 10 12
3 0 3 12 21

Ejemplo
Vamos a dividir el nimero 21034 entre 12, .

21034 | 124
030 120(4 2103(4: 12(4=120(4X12(4+3(4
0034
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